Ở bài này ta chỉ xét cực trị của hàm hai biến z = f(x,y).
Cho hàm f(x,y) xác định trong miền D và điểm 
1. Định nghĩa:
Ta nói [image: image1.png]My(xg: yo)



là điểm cực tiểu (hoặc cực đại), nếu tồn tại [image: image2.png]


_lân cận của [image: image3.png]M, B(My: =)



sao cho:
[image: image4.png]



( [image: image5.png]


)
Nếu hàm số f đạt cực đại hay cực tiểu (địa phương) tại [image: image6.png]


thì ta nói hàm f đạt cực trị (địa phương) tại [image: image7.png]



Nhận xét:
- Hàm số [image: image8.png]


đạt cực tiểu (cực đại) tại [image: image9.png]Molxo: yo)



nếu: [image: image10.png]



- Nếu [image: image11.png]


thay đổi dấu khi [image: image12.png]


thay đổi thì hàm số không đạt cực trị tại [image: image13.png]My




Ví dụ: Bạn hãy xét xem hàm số [image: image14.png]


có đạt cực trị tại M(0;0) hay không?
Xét [image: image15.png]


là 1 điểm trong lân cận của M(0;0). Ta có:
[image: image16.png]



Với [image: image17.png]



Với [image: image18.png]



Vậy [image: image19.png]


thay đổi dấu nên hàm f không đạt cực trị tại M0.
2. Quy tắc tìm cực trị không điều kiện:
2.1 Định lý (Điều kiện cần)
Nếu hàm [image: image20.png]


đạt cực trị (địa phương) tại [image: image21.png]Mylxg:yg) € D



và nếu f có các đạo hàm riêng tại [image: image22.png]My(xg: yo)



thì:
[image: image23.png]J Loy _Of
(03 y0) = =—(x0; o) =




Chứng minh:
Giả sử hàm f đạt cực đại tại [image: image24.png]My(xg: yo)



(trường hợp hàm f đạt cực tiểu tại M0 hoàn toàn tương tự ).
Khi đó, xét hàm [image: image25.png]


ta có: [image: image26.png]


, với x trong 1 khoảng nào đó chứa x0.
Do đó, hàm g(x) đạt cực đại tại x0. Hay: [image: image27.png]



Mặt khác: [image: image28.png](0) = L (ao; o)



. Vậy: [image: image29.png]d,
(o)




Tương tự, nếu xét hàm [image: image30.png]


ta sẽ có: [image: image31.png](lf(fn:yn) =0
Dy




Điểm [image: image32.png](101 Y, )



mà tại đó [image: image33.png]d,
L agi) = (i) =




, được gọi là điểm dừng.
2.2 Định lý (Điều kiện đủ)
Giả sử hàm số [image: image34.png]


có các đạo hàm riêng đến cấp 2 liên tục trong lân cận của điểm dừng [image: image35.png]Molxo: yo)




Đặt: [image: image36.png]o
= 2L w0 B = L (as0):© = T (w0 0





Khi đó:
a. Nếu [image: image37.png]AC < ()



và [image: image38.png]A =)



(hay C > 0) thì f đạt cực tiểu tại M0.
b. Nếu [image: image39.png]AC < ()



và [image: image40.png]


(hay C < 0) thì f đạt cực đại tại M0.
c. Nếu [image: image41.png]


thì f không đạt cực trị tại M0.
d. Nếu [image: image42.png]


ta chưa kết luận và cần phải xét cụ thể bằng cách dựa vào định nghĩa.
Ta công nhận không chứng minh định lý này. Việc chứng minh định lý này, dựa vào việc khai triển Taylor – Maclaurin cho hàm số 2 biến. Khi đó, ta sẽ xét dấu cho vi phân cấp 2 trong khai triển Taylor. Các bạn có thể xem chi tiết chứng minh và công thức Taylor trong giáo trình Toán học Cao cấp (Tập 3) của tác giả Nguyễn Đình Trí. Tuy nhiên, để xem chứng minh 1 cách dễ hiểu nhất, bạn có thể xem trong cuốn Giải tích toán học của tác giả Pixcunop (tập 2).
Ví dụ 1: Tìm cực trị của hàm số: [image: image43.png]=+ — 3xy





Ví dụ 2: Tìm cực trị của hàm số: [image: image44.png]



